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概要
何かと必要になる (気がする)多様体の good coveringの存在を示す．その周辺の話題なども多少書く．

1 good coveringの存在
以下，多様体は第二可算で C∞ 級なものを考える．

定義 1.1 M を多様体とする．M の開被覆 U が good covering であるとは，任意の有限個の U の元
U1, U2, . . . , Uk に対して，その共通部分が空でなければ Rn と微分同相であることをいう．

本稿の目標は次の定理である．

定理 1.2 任意の多様体M について good coveringは存在する．

以下，dim M = nとする．また，M は連結であるとしてよい．証明のため，M 上の Riemann計量 g を一
つとって固定する．

定義 1.3 M の開集合 U が測地的に凸であるとは，任意の p, q ∈ M に対して pと q を結ぶ最短測地線がた
だ一つ存在し，それが U に含まれることをいう．

命題 1.4 測地的に凸な開集合全体の集合はM の位相の開基をなす．

証明 p ∈ M を任意にとる．0 ∈ TpM の近傍 V を小さくとって，expp : V → M が像への微分同相になり，
かつ任意の V の 2点についてそれらを結ぶ最短測地線がM 内でただ一つ存在するようにする．さらに Rn と
TpM との間の線型同型写像を一つとることで pまわりのチャート (expp(V ), φ) ができる．
以下，expp(V )に含まれ，pを含むような測地的に凸な開集合を構成する．xi を expp(V )上 φによって定
義された座標関数とし、Γk

ij を Christoffel記号とする。チャートのとり方から xi(p)Γk
ij(p) = 0であり，i, j, k

の動く範囲は有限だから，V に含まれる 0の近傍 V ′ が存在して任意の i, j, k に対して exp(V ′)上

|xkΓk
ij | < 1/n2

となる．
γ を expp(V ′)内の任意の測地線とする．(expp(V ), φ)を使って γ を局所表示したときの第 i成分を γi と
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書くことにすると，相加・相乗平均の不等式から
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となる．r : exp(V ′) → Rを
r(q) = (d(p, q))2

で定める．ただし，dは Riemann計量から定まるM 上の距離を表す．このとき
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となる．したがって r ◦ γ は下に凸な関数である．
a > 0に対して

Ba = {v ∈ TpM | ∥v∥ < a}

と書くことにする．ε > 0を B3ε ⊂ V ′ となるようにとり，U = exp(Bε)とおく．U 上の 2点 q, q′ を任意に
とり，これらを結ぶ最短測地線を η とするとき，任意の t で η(t) ∈ exp(B3ε) ⊂ exp(V ′) である．したがっ
て，上で調べたことから η(t)と pとの間の距離は q または q′ で最大となる．以上より η(t)は常に U に含ま
れることが分かったので，U は測地的に凸である．
初めの V はいくらでも小さくとれるので，命題の主張が正しいことが分かる．

命題 1.5 (1) 測地的に凸な開集合の有限個の共通部分は空でなければ測地的に凸である．
(2) 任意の p ∈ M に対してある開近傍W を十分小さくとることで，W に含まれる測地的に凸な開集合 U

は Rn の星型領域と微分同相であるようにできる．

証明 (1)は明らかである．(2)を示す．0 ∈ TpM の TM での近傍 V と pの開近傍W を，exp: V → W ×W

が微分同相写像になるようにとる．このW が条件をみたすことを示す．W に含まれる空でない測地的に凸
な開集合 U を任意にとる．q ∈ U を一つ選んで、expq : TqM → M を考える．0 ∈ TqM の開近傍 V を

V = {v ∈ TqM | expq v ∈ U かつ expq tv は q と expq v を結ぶ最短測地線}

で定めたとき、expq |V が V から U への微分同相写像であることを示す．まず，qと U の点を結ぶ最短測地線
はただ一つしかないので単射であり，全射性は明らかである．あとは expq |V の各点での微分が正則であるこ
とを確かめればよいが、これはW のとり方から明らかである．V は星型領域なので命題の主張が分かる．

以上より、定理 1.2を示すには星型領域が Rn と微分同相であることを示せばよい．
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補題 1.6 U を Rn の開集合とすると，C∞ 級関数 h : Rn → Rが存在して次をみたす．

(1) h ≥ 0,

(2) U = h−1((0, ∞)),
(3) Rn \ U = h−1(0).

証明 U が Lidelöfなので，開球の族 {Bxn(rn)}n∈N が存在して

U =
⋃
n

Bxn
(rn)

が成立する．C∞ 級関数 φn : Rn → Rを

(1) 0 ≤ φn ≤ 1,

(2) φ−1((0, 1]) = Bxn(rn),
(3) φ−1(0) = Rn \ Bxn

(rn)

となるようにとる．各 φn はコンパクト台をもつ関数なので，Cn > 0を，φn の n階までのすべての導関数の
上界となるようにとれる．そこで hを

h(x) =
∞∑

n=0

1
2n

Cnφn(x)

とおくと，これは確かにすべての x ∈ Rn で収束し，Rn 上の関数を定める．また，項別微分定理を繰り返
し適用することにより，hが C∞ 級関数であることも分かる．これが補題の条件をみたすことは明らかであ
る．

命題 1.7 U を Rn の中の星型領域とする．このとき U は Rn と微分同相である．

証明 0 ∈ U であり，しかも 0と U の任意の点が線分で結べるとしてよい．補題 1.6の hをとり，f : U → Rn

を

f(x) =

(
1 +

(∫ 1

0

1
h(vx)

dv

)2

∥x∥2

)
x =

1 +

(∫ ∥x∥

0

1
h(wx/∥x∥)

dw

)2
x

で定める．1つ目の表記より f は C∞ 級である．次に f が全単射であることを示す．そのためには，x ∈ Rn

で ∥x∥ = 1であるものを任意にとって

A(x) = sup{t ∈ R≥0 | tx ∈ U}

とおいたとき，f が [0, A(x))xと [0, ∞)xの間の全単射になることを示せばよい．f の 2つ目の表記よりこれ
は確かに単射である．次に全射性を示す．これには

lim
t→A(x)

∥f(tx)∥ = ∞

であることを示せばよい．まず A(x) = ∞のとき，

∥f(tx)∥ ≥ ∥tx∥ t→∞−−−→ ∞
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である．また A(x) < ∞のとき，平均値の定理より

h(A(x)x) − h(tx) = dh(tx)
dt

∣∣∣∣
t=t0

(A(x) − t)

となる t0 ∈ (t, A(x))が存在する．[0, A(x)]のコンパクト性から微分の絶対値はある定数 C で上からおさえ
られる．h(A(x)x) = 0であることに注意すると∫ 1

0

1
h(vtx)

dv ≥
∫ 1

0

1
C(A(x) − tv)

dv = 1
ct

log A(x)
A(x) − t

t→A(x)−−−−−→ ∞

なので
lim

t→A(x)
∥f(tx)∥ = ∞

となる．以上より f が全単射であることが分かった．
最後に f の微分がどの点でも正則であることを示す．もしそうでないとすると，x ∈ U と v ∈ Rn \ {0}で

dfx(v) = 0

となるものが存在することになる．λ(x) = ∥f(x)∥/∥x∥とおくと，これは

dλx(v)x + λ(x)v = 0

と書ける．よってある µ ∈ R \ {0}を用いて v = µxと書ける．v ̸= 0より x ̸= 0である．したがって

dλx(µx)x + λ(x)µx = 0 ⇐⇒ dλx(x) + λ(x) = 0

となる．しかし，λの定義から λ(x) > 0で，

dλx(x) = d

dt

∣∣∣∣
t=1

λ(tx) ≥ 0

なので矛盾する．

十分小さい測地的に凸な開集合で作った開被覆は必ず good coveringになるので，次の系が分かる．

系 1.8 任意のM の開被覆に対して，それの細分になっているような good coveringが存在する．

2 bootsrap lemma
good coveringの存在定理は，次の bootstap lemmaと組み合わせることで威力を発揮する．

定理 2.1（bootsrap lemma） M を位相多様体とする．BをM の開基であって

(i) ∅ ∈ B,
(ii) U, V ∈ Bならば U ∩ V ∈ B

をみたすものとする．M の開集合からなる集合 Aが次の性質をみたすとする．

(1) B ⊂ A.
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(2) Aの任意の元 U, V について U ∩ V ∈ Aが成立するなら U ∪ V ∈ A.
(3) 互いに交わらない可算個の Aの元 U1, U2, . . . について ∪∞

n=1Un ∈ A.

このとき，M ∈ Aである．

証明 まず，Bの k個の元 V1, . . . , Vk に対して
⋃k

i=1 Vi ∈ Aであることを k についての帰納法で示す．k = 1
のときは明らかである．k−1まで正しいことが示されているとき，帰納法の仮定と (ii)から V1∪· · ·∪Vk−1, Vk

および (V1 ∩ Vk) ∪ · · · ∪ (Vk−1 ∩ Vk) は Aの元である．したがって (2)より ⋃k
i=1 Vi ∈ Aである．

M は局所コンパクト Hausdorff空間だから，コンパクト集合の増大列 {Kn}n∈N であって

1. すべての n ∈ NでKn ⊂ Int Kn+1,
2.
⋃

n∈N Kn = M

となるものがとれる．Un = Int Kn+1 \ Kn−2, Ln = Kn \ Int Kn−1 とおく．ただし，K−2 = K−1 = ∅と約
束する．Bは開基であることと Ln のコンパクト性から，{V ∈ B | V ⊂ Un+1}の有限個の元 Vn,1, . . . , Vn,kn

で Ln を被覆できる．このときWn =
⋃kn

i=1 Vi は Aの元であり，Wn ⊂ Un+1 をみたす．そこで

W ′
0 =

∞⋃
i=0

W3i, W ′
1 =

∞⋃
i=0

W3i+1, W ′
2 =

∞⋃
i=0

W3i+2

とおくと，(3)よりW ′
0, W ′

1, W ′
2 ∈ Aである．したがって

M = W ′
0 ∪ W ′

1 ∪ W ′
2 ∈ A

となる．

good coverの存在と bootstrap lemmaをどのように使うかを簡単に説明する．一般の多様体M について
何か示したい命題 P が与えられているとする (Poincaré双対などの (コ)ホモロジーについての定理を念頭に
おいて考えるとよい)．まず，bootstrap lemmaにおける Aとして P を真にする開集合全体をとり，Bとし
て good coverをとる．この時点で bootstrap lemmaのBについての仮定は (Bに空集合を含めることにす
れば)みたされているので，あとは後半の Aについての性質を確かめればよい．

(1)は結局 Rn の場合に P を示すということなので一番簡単な場合であるはずである．(2)と (3)について
はもはや good coverは関係のない，命題 P のもつ形式的な性質の証明である．(2)はその形から分かる通り，
Mayer-Vietoris完全列を意識した条件である．(3)も (コ)ホモロジーが連結成分ごとに分解することを反映
した条件である．
多くの場合，一番骨が折れるところは (2)のMayer-Vietoris完全列に関する図式の可換性などのチェック
であるが，これも単なる diagram chasingで終わることもしばしばである．

3 応用
2節の最後で述べた手法で証明できる命題をいくつか列挙する．

定理 3.1（de Rham コホモロジーの Poincaré 双対） 向きづけられた n 次元多様体 M と非負整数 k につ
いて，

([ω], [η]) =
∫

M

ω ∧ η
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で定まるペアリング ( , ) : Hn−k(M) × Hk
c (M) → Rは同型である．ただし，H∗

c (M)はコンパクト台の de
Rhamコホモロジーを表す．

定理 3.2（de Rhamコホモロジーの Künneth公式） M, N を多様体とし，さらに N の de Rhamコホモロ
ジー H∗(N)が有限生成であるとする．このとき

H∗(M × N) = H∗(M) ⊗ H∗(N)

が成立する．

これらの定理の証明は，有限個の元からなる good coveringをもつ場合には [1]で証明されている．実際に
はその仮定は上で書いたように弱められるのであるが，2節の最後に書いた手法を用いれば [1]の証明で実質
的な部分の証明はほぼ終了している．

定理 3.3 H∗
dR を de Rhamコホモロジーを与える関手，H∗

sing を特異コホモロジーを与える関手とする．こ
のとき，H∗

dR と H∗
sing は自然同値である．

この定理は [2]に証明がある．
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